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RESUMEN

En este estudio, se abordd la optimizacidon de la movilizacién de los usuarios del Trolebus en la ruta
gue abarca las avenidas Maldonado, 10 de agosto y Galo Plaza Lasso, las cuales son transitadas por el
sistema integrado Trolebus en Quito (1). El enfoque metodoldgico comenzd con la consideracion de un
desplazamiento determinista del articulado desde una parada a la siguiente, limitandose al circuito C1,
que abarca un tramo de 10 kildmetros de las 22.5 kildmetros totales de la ruta (2).

Se asumié una trayectoria horizontal y recta, suponiendo que todos los semaforos permanecian en
verde para mantener la velocidad constante durante el viaje. Se desarroll6 un modelo matematico
basado en un funcional de costo que representaba el tiempo de viaje entre paradas, sujeto a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describian la dindmica del articulado en funcién
del tiempo.

El propdsito de este estudio fue laimplementacion del control dptimo de tiempos, utilizando el Principio
del Maximo de Pontryagin (3). Para lograrlo, se realizé una simulacion numérica para identificar el
perfil de velocidad éptimo del articulado en esta ruta. Este enfoque proporciona una base sélida para
tomar decisiones informadas y mejorar la eficiencia del transporte publico de Quito.

Palabras Clave: Funcional de costo, trayectoria, Principio de Mdximo de Pontryagin, control éptimo.

ABSTRACT

In this study, the optimization of the mobilization of Trolleybus users on the route that covers the
avenues Maldonado, 10 de Agosto and Galo Plaza Lasso, which are transited by the integrated Trolleybus
system in Quito, was addressed. The methodological approach began with the consideration of a
deterministic displacement of the articulated bus from one stop to the next, limited to the C1 circuit,
which covers a 10-kilometer stretch of the 22.5 kilometers of the total 22.5 kilometers of the route.

A horizontal and straight trajectory was assumed, assuming that all traffic lights remained green in
order to maintain a constant speed during the trip. A mathematical model was developed based
on a functional of cost representing the travel time between stops, subject to a system of ordinary
differential equations describing the dynamics of the articulated vehicle as a function of time.

The purpose of this study was the implementation of optimal time control, using Pontryagin's
maximum principle. To achieve this, a numerical simulation was performed to identify the optimal
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speed profile of the articulated vehicle on this route. This approach provides a solid basis for making
informed decisions and improving the efficiency of Quito's public transport.

Keywords: functional of cost, trajectory, Pontryagin's Maximum Principle, optimal control.

“o_I. INTRODUCCION

El control dptimo, en su esencia, constituye una
técnica de modelado matematico disefiada para
la 6ptima gestidn de recursos limitados a lo largo
del tiempo. Su importancia ha experimentado
un notable crecimiento debido, por un lado, a su
amplia aplicabilidad en diversas disciplinas, que
abarcan desde la economia y las finanzas hasta la
ingenieriaylabiologia. Por otrolado, surelevancia
también se extiende al ambito matematico,
donde exige un profundo conocimiento en areas
como el analisis real, el analisis funcional y la
teoria de la probabilidad, entre otros.

Inicialmente, esta teoria se basé en los principios
de optimizacién de Pontryagin (3) y Bellman (4);
sinembargo, en aifos recientes, ha experimentado
un desarrollo notable, impulsado por desafios
emergentes en campos como la economia
matematica y las matematicas financieras.
Especificamente, se enfoca en el estudio de
controles y las trayectorias correspondientes
qgue conducen a limites en conjuntos alcanzables,
siendo el control de viaje de un vehiculo un caso
clasico (5-8). En este contexto, la velocidad,
registrada por el velocimetro, se retroalimenta y
compara con el perfil de velocidad en el control,
lo que activa el motor para acelerar en caso de
una velocidad demasiado baja o desacelerar en
caso de una velocidad excesiva (9).

Por otro lado, la relevancia de este estudio reside
en su capacidad para abordar un desafio crucial
en el ambito del transporte publico urbano en el
Distrito Metropolitano de Quito (10-11). En un
mundo enfocado cada vez mds en la movilidad
sostenible y eficiente, comprender y optimizar
los tiempos de viaje en sistemas de trolebuses
integrados se convierte en una prioridad
apremiante. Nuestra investigacion se suma a la
creciente literatura en este campo y presenta
un enfoque matemadtico sdlido para modelar
y analizar estos tiempos de viaje, teniendo en
cuenta factores como la velocidad maxima
permitida en carriles exclusivos para trolebuses,
la distancia entre paradas y la sincronizacion del
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sistema de semaforizacién para garantizar que
los vehiculos siempre encuentren sefiales verdes
cuando se aproximan.

Este trabajo se relaciona directamente con los
articulos (12,13), dado que ambos se adentran en
problematicas relacionadas con el control 6ptimo
y la planificacion de trayectorias de vehiculos, en
los cuales abordan distintos enfoques. El articulo
(12) se centra en la gestion de desplazamientos
y elevaciones de las catenarias de una grua,
mientras que el trabajo (13) se dedica a analizar
el consumo eléctrico de vehiculos con motores
eléctricos o hibridos. Los resultados obtenidos
en estos articulos contribuyen al avance en la
comprension y la resoluciéon de problemas de
control de vehiculos, lo que complementa vy
enriquece nuestro enfoque en la mejora del
Sistemas Integrado Trolebus.

Los resultados obtenidos no solo son de gran
utilidad para planificadores urbanosy autoridades
de transporte, sino que también tienen el
potencial de mejorarla experiencia de los usuarios
del sistema, reducir los tiempos de espera y
promover un mayor uso del transporte publico.
Esto, a su vez, podria contribuir significativamente
a la disminucion de la congestién vehicular y
las emisiones de carbono en areas urbanas. En
resumen, este articulo representa un avance
importante en la optimizacién y mejora de
los sistemas de trolebuses integrados, con
implicaciones significativas para la movilidad
urbana sostenible en la actualidad.

“o_Il. MATERIALES Y METODOS

e Materiales.

En esta investigacion se utilizaron los

siguientes materiales:

e lenguaje de programacion Python —
paquete GEKKO.

e Ordenador y equipos de oficina.
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¢ Metodologia.

La investigacion se focalizd en el empleo de un
modelo de control éptimo, para minimizar el
tiempo total de viaje del articulado, consignado
a la disminucién del tiempo de viaje en cada
circuito. El horizonte de optimizacion se establece
como la distancia entre dos puntos geograficos
separados por una distancia conocida, en los
cuales se impone la velocidad. En la practica,
el horizonte de optimizacion corresponde
normalmente a la distancia entre dos paradas
sucesivas, asi, la velocidad impuesta es igual a
cero. El nUmero minimo de parametros posibles
para lograr el objetivo de optimizacién es la
velocidad del articulado. Por lo tanto, la salida
del control éptimo es la secuencia de valores de
velocidad que generaria el tiempo de viaje mas
bajo, mientras se mueve el articulado entre las
dos paradas en un intervalo de tiempo prescrito.
La formalizacién de este problema se puede hacer
usando la siguiente descripcidn y restricciones
del sistema que se indican a continuacion.

Ecuacion dinamica

El articulado parte del reposo desde la parada A
y es conducido por la via hasta la parada B donde
gueda nuevamente en reposo. Por la Segunda
Ley de Newton, la fuerza neta F_ aplicada al
articulado esta relacionada con la fuerza F_debida
a la aceleracién dada al presionar el acelerador y
con la fuerza F provocada por la desaceleracion
mediante el sistema de frenos, con lo cual se
obtiene que:

(1)
(2)

F =F+F,
mx(t) = ma(t) + mB(t),

como la masa del articulado es constante (m > 0)
entonces se arriba a la ecuacién diferencial

X(t) = aft) + 6(t).

(3)

Figura. 1. Diagrama de cuerpo libre del articulado

Donde el control a es la aceleraciéon usando el
acelerador y B es la desaceleracién de frenado.
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Una vez escogidas las posiciéon y la velocidad
como variables de estado, tenemos el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

X1 (t) =X(t), (4)
te[T,T;]
Xz (t) = X(t), (5)

donde x € C' ([T+,T2]) con 0 < T1 < T2 los tiempos
entre paradas. Luego, realizando la siguiente
identificacién para las variables de control
admisibles oy B vemos que

ur (t) = a(t), (6)
te[T,T;]
u2 (t) = 8(t), (7)

Resultando asi el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales: B

salt) = xa (t) (8)
te[T,T;]
Xa(t) =t (t) + Uz (t) (9)

cabe notar que las funciones u1 y U2 son continuas
a trozos. El sistema formado por (8) y (9) en forma
matricial se expresa como

00

wt)=[5 3] xw + 3% um, ter,n] o)

Donde x € C'(]T+,T= [,R?) y el vector u es un control
admisible y continuo a trozos.

Restricciones fisicas

Mostramos que los articulados inician su
desplazamiento desde la parada A y se
detienen en la parada B. Cuando T = to
indicamos que el articulado abandona Ia
parada Ay T: = t, el tiempo de arribo a la
parada B, entonces se sigue que

X1 (to) = A,
X1 (tf) =B,

(11)
(12)
Adicionalmente, como el articulado parte del

reposo (parada A) y se detiene en la parada B, por
consiguiente

(13)
(14)

X2 (to) = 0,
X2 (tf) = 0,
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Colocando en notacién matricial las expresiones
(11), (12), (13) y (14) obtenemos las condiciones
de frontera
_|A _ B
x(t)) =| o] x(t,) =+ [g], A20, B>0 (15)

Asumimos a la vez que el articulado no retrocede,
lo cual nos impone las condiciones siguientes

OSASX1(t)SB, vtE[T1,T2]
0=<x:(t)< 40, Vte€[T,T.].

(16)
(17)

Teniendo en conocimiento que la aceleracion
es acotada superiormente por algun limite
que depende de la capacidad del motor, y que
la maxima desaceleracién es limitada por los
parametros del sistema de frenado. Expresamos
por M: >0 la aceleracién maximay con Mz >0 a
la desaceleracion maxima, entonces los controles
U1y Uz satisfacen

O<u(t) =M, Vte [T,T;] (18)

—Mz S U- (t) S O, VtE [T1,T2]. (19)

Esta formulacién utiliza un perfil de referencia, el
cual se supone es conocido. La importancia fisica
de limitar la diferencia de velocidad y control (es
decir, la aceleracidn), con respecto a los perfiles
de referencia, es garantizar que la solucién 6ptima
sigue siendo realista y no produce una velocidad
o aceleracidon incompatible con las condiciones
reales.

Modelo de control éptimo

Puesto que existen condiciones terminales tanto
en el tiempo final como en la distancia final, se
tienen dos enfoques para este problema:

1. La velocidad y la distancia se consideran
como estados del sistema mientras que
el tiempo serd la variable independiente,
de esta forma, se impone que los estados
consigan valores predefinidos en el
momento final, esto Ultimo, se da puesto
gue representa la longitud entre paradas

sucesivas.

Se contempla solamente la velocidad como
estado, y tener presente como variable
independiente a la distancia; en este caso
la restriccion de la distancia es espontanea,
mientras que la restriccion del tiempo debe
ser efectuada por separado.
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En esta investigacion se trabajé con el primer
enfoque, a causa de que los métodos numéricos
para esta orientacién tienen una implementacién
sencilla. Por otro lado, el segundo enfoque,
al contrario, es mds propicio en ese sentido y
representa la opcidn preferida, pero los métodos
numéricos para la implementacién son mucho
mas avanzados y requieren de herramientas
matematicas mds potentes.

Subsiguientemente, mostramos el problema de
control éptimo asociado al estudio del fendmeno
de los tiempos de viaje del articulado. Vamos a
considerar el vector de estados x = [x1,x2] (posicion
y velocidad). Tomamos en cuenta el sistema de
ecuaciones (8)-(9)

X1 (t) =xz (t),
Xz (t) = uq (t) + Uz (t),

sujeto a las condiciones (16), (17), (18) y (19). Este
problema esta asociado a la funcién de coste J
definida por

T tf
Ju) = jT; ldt = Itol dt = ty-to=At, (20)

donde (20) representa el tiempo entre paradas
consecutivas. El valor de t. representa el tiempo
al momento de completar el segmento de la via
que hay entre las paradas A y B y to representa

el tiempo con el cual parte el articulado de la
parada A.

El problema de control éptimo se escribe:

Encontrar una funcion u € L* ([to,t7]) tal que
la trayectoria x(-) asociada al sistema (8)-(9)
minimice J

Esto significa que cualquiera que sea x = [ x1, x2 |
(posicion y velocidad objetivos en At), hay un
control u € L™ ([to,tf]) que lleva el articulado de

la parada A hacia la parada B en el tiempo At
(14,15).

Existencia y unicidad

Para mostrar que existe la funcién u tal que
minimice a la funcién de coste J se debe probar
que el problema

inf J(u)

u € L= ([to,tf]) (21)
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tiene una solucidn Unica (15). Para esto, partimos
de unacondiciéninicial x (to) = ['g‘]e R?ysedesea
arribar al objetivo [g] en un tiempo minimo.

Consideraremos un sistema mas simple con las
mismas funcionalidades

xalt) = xa(t), (22)

Xa(t) = u(t), (23)

con0<umsMy-M2<u2< 0y con la restriccion
de velocidad |xz| < vmaxdonde vmax = 40 km/h.

El Hamiltoniano (16, 17-19) H: [to, t7]x R? x R? x R?

— R asociado al sistema de control lineal (22)-
(23) se expresa como

H (t,x,p,u) = pi1 X2+ pz U (24)

Un célculo elemental sobre las derivadas parciales
del hamiltoniano muestra que

VxH (t/lelu) =-p (25)

va (t/X/p/U) =0 (26)

Se toma en cuenta que dado que el vector
adjunto p = (p1, p2) no debe ser trivial, p- no puede
desaparecer en un intervalo, de lo contrario,
también tendriamos p: = -6 = 0. Aplicando el
Principio de Maximo de Pontryagin (20, 5), vemos
que

p=VxH (t,xp,u), (27)

X=VpH (tx,p,u), (28)

Juntando las expresiones en (25), (26), (27), (28)
obtenemos

p'1 =0
Pz = -pn
de donde se desprende
p1=C, (29)
pz = C2 - Cat, (30)
deducimos que, en casi todas partes,
u(t) = sgn(cz - cit) (31)

AN

con sgn(x) la funcién signo de x . Esas condiciones
imponen dos tipos de érbitas. Entonces para u = u:

Xi(t) = % Uzt? + sat + s, (32)

f(z(t) =Uz+S, (33)

de donde se desprende que
_1(1 2
X1(t) U (T(Xz(t)-52) +S2 (Xz (t)- 52))+S1 (34)

Andlogamente para u = -un

xi(t) = - % (% (X2'§2)2+ S. (Xz'gz))+ S (35)
Ahora con las condiciones iniciales xi(to) = A, x2
(to) =0, obtenemos S1=A,S.=0
1 2

xi(t) = S0 (x2(t)) + A. (36)
Y asi las trayectorias son por lo tanto pardbolas
de eje x, recorridas en la direccién creciente de x..
Mientras que para el caso u = -us; las trayectorias

son, por tanto, pardbolas de eje -x, recorridas en
la direccion decreciente de xa.

Estas parabolas se muestran en la Figura 2. En azul
tenemos las trayectorias de aceleracién (u=)y
en rojo las de ruptura (u = - Q). La restriccion a la
velocidad se logra en B desde A.

40 60 80 100 120 140

Figura. 2. Momento dptimo de parada de un trolebus: trayectorias
y curva de cambio.
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Se debe tener en cuenta que el control éptimo se
escribe como una funcién de retroalimentacion
del estado ya que tenemos

u = 3 si x estd por debajo de la curva de
conmutacion en este caso, es necesario
acelerar.

u = A si x estd por encima de esta curva en
este caso, es necesario desacelerar.

De B a C tenemos el sistema

Xi(t) = xe, (37)

Xo(t) = 0, (38)
lo que da

Xi(t) = Vmaxt, + S1 (39)

Xz(t) = Vmax, (40)

por lo que la trayectoria de tiempo minimo de A
aDesA > B> C- D. A partir de esos datos
podemos calcular facilmente try asi

X1 -A

tf_X1-S1_ 0

Vmax

X1-A _
40 -

(41)

A partir de la ecuacion (29) se obtiene la solucion,
en funcién de t, para la ecuacién

Bt tf+A  SitoStSt*
X1(t) = (42)
%(t—tf)2+3 Sit*<t<t
8 (t-to) Sito St t* 43
XZ(t)z{'G(t-tf) Sit*<ts<t (43)

donde se observa que el cambio de velocidad
tiene lugar en el momento t* (switching time).
Tanto la distancia, x: y la velocidad en, xz, son

continuas en t = t*, se debe tener que
B (t*-to) = - (t*- ty), (44)

Sentpra=-Su e (49

Al despejar t* de las ecuaciones (42) y (43) tenemos
que el switching time (21) viene dado por
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. [2aB-A) (46)
C={Bla+p)

y del cual se desprende que el tiempo dptimo At es
2(a+B)(B-A)

Atz‘/ GB

Asi vemos que el problema esta determinado y
el control dptimo esta descrito por (29) la cual
presenta una discontinuidad en t = t*y solamente
toma sus valores mdaximos, 3, y minimo, a. A este
tipo de control se lo denomina bang-bang y se
caracteriza por tomar valores iguales a uno, es
decir, a=pB = 1. Por ende, el switching time y el
desplazamiento x: en t* se expresan como sigue

(47)

(48)

(B+A)
—

X1 (t*)= (49)
Donde la ecuacién (47) indica que la maxima
velocidad se alcanza en el punto intermedio
entre paradas contiguas, dado que la aceleracion
maxima se aplica desde el principio y se invierte
en el punto medio. Esto supone, por supuesto,
gue no hay friccién ni velocidad terminal que se
pueda lograr a lo largo del camino.

Preparacion del codigo

Se realizd la programacion de un script con una
codificacién destinada a establecer los perfiles
de desplazamiento, velocidad y aceleracion
Optimos, tomando en cuenta la documentacién
de la libreria GEKKO vy la teoria de control 6ptimo
asociada a este tipo de modelos (1).

Implementacién del modelo

Con este modelo de control de tiempo dptimo, se
realizd las simulaciones para el perfil de velocidad,
aceleracion y desplazamiento entre dos paradas
conseutivas A y B que distan en 400m (2) y
considerando que la velocidad maxima permitida
para un articulado del trolebus es de 40km/h; a
su vez se considerd que el articulado avanza en un
intervalo de tiempo [0,T], con T = 108 seg
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representando el tiempo total al recorrer las 75
paradas del trolebus. Con estos datos procesados
se obtuvieron 4 gréficas:

Gréfica del desplazamiento del articulado en
funcién del tiempo.

Grafica de la velocidad del articulado en
funcién del tiempo.

Grafica de la aceleracion (control bang-bang)
del articulado en funcién del tiempo.

Grafica del perfil de velocidad versus el
desplazamiento.

=_Ill. RESULTADOS

Los resultados se presentan en tablas y graficas,
que detallan la informacidn de la variable espacial
con valores de las distancias entre paradas
consecutivas y, ademas, contiene la informacion
de la variable temporal con valores entre 0y T>0.

En la Tabla 1 notamos los valores del tiempo
Optimo y velocidad éptima durante el trayecto
entre la parada Ay la parada B, calculados con el
lenguaje de programacion Python, en particular,
el paquete GEKKO (22).

Tiempo 6ptimo y velocidad 6ptima del articulado al desplazarse entre

paradas consecutivas

Distancia entre para- | Tiempo éptimoAten | Velocidad éptima en

km/h
30.26

das en km horas

0.4 0.01

Tabla 1. Valores del tiempo dptimo Aty de la velocidad dptima.

EnlaTabla 2 notamos los valores del tiempo 6ptimo
durante el trayecto entre la parada Estacion de
Quitumbe y la Estacion El Labrador.

Tiempo éptimo del articulado al desplazarse entre las estaciones Qui-
tumbe y El Labrador

Distancia entre para- . L
Tiempo éptimo At en horas
das en km

25,5 1,005

Tabla 2. Valores del tiempo dptimo At y de la velocidad éptima para
todo el Sistema Integrado Trolebus.

En la Figura 3 notamos que la aceleracién
del articulado se comporta como un control
bang-bang, donde el articulado mantiene una
aceleracién constante de 1™/s? hasta el punto de
switching, para luego disminuir la aceleracion,
debido al sistema de frenado, a un valor constante
de 1m/s2.
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100 | = u {Aceleracion)
0.75
0.50
0.25

0.00

-0.25 A

Aceleracion [m/s”~2]

—-0.50
-0.75 A

-1.00

20 0 40

Tiempo [s]

10

Figura 3. Perfil de la aceleracion éptima (control bang-bang).

En la Figura 4 observamos que la velocidad del
articulado parte del reposo al tiempo to =0 sy
esta va aumentando de forma constante en los
primeros durante hasta alcanzar la velocidad
maxima permitida de 11,11 m/s = 40km/h la cual
se mantiene constante durante los 15 s siguientes,
para luego disminuir su velocidad hasta llegar con
velocidad cero en el tiempo tf= 48 s.

10

Velocidad [m/s]

— v (Velocidad)

10

20 0
Tiempo [s]
Figura 4. Perfil de la velocidad optima.

Enla Figura 5 se muestra la posicién del articulado
respecto al tiempo, esta grafica permitira
identificar que la trayectoria es una funcidn
creciente sin presentar alteraciones durante el
trayecto entre las paradas Ay B.

400 1 — (Posicion)

350

Posicion [m]

T T

20 0

Tiempo [s]

10

Figura 5. Perfil de la posicion (del articulado) éptima.
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En suma, la Figura 6 pone en manifiesto el perfil
de velocidad dptimo que el articulado deberd
seguir durante el trayecto entre dos paradas
consecutivas. Se percibe que el articulado parte
de la parada A con una velocidad igual a cero
y conforme avanza durante los primeros 100
metros, aumenta paulatinamente la velocidad
hasta alcanzar la velocidad mdaxima permitida
11,11 m/s = 40km/h para mantenerla durante
300 metros y luego disminuirla suavemente para
llegar con velocidad cero a la parada B

10 A1

L=}

Velocidad [m/s]

= Velocidad vs Posicion

T T

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 6. Perfil de la velocidad (del articulado) respecto a la posicion.

“=_IV. DISCUSION

El presente trabajo tiene como finalidad mostrar
que la teoria de Control Optimo puede ayudar
a los problemas de movilidad de pasajeros del
Sistema Integrado Trolebus, lo cual se logra
explicar con los resultados presentados, ademas
se recalca que existen variables que no fueron
consideradas en el modelo como es el caso de
la velocidad del viento, friccién, tipo de via,
numero de semaforos (20,21), por ende, estas
simplificaciones permitieron tener un modelo
sintético que permite un andlisis mas flexible.
También, esta simplificacién podria desvirtuar los
resultados.

El estudio nos permite demostrar el efecto de
controlar la velocidad del articulado durante
todo su trayecto, lo cual motiva a profundizar
su estudio y a generar escenarios que permitan
desarrollar mejores planificaciones en cuestiones
de movilidad, mas aun, a valorar la importancia
de la modelizacion matematica en temas de
movilizacion.

A partir de la Tabla 2 se evidencia que el tiempo
Optimo del articulado al desplazarse entre las
estaciones Quitumbe y El Labrador es menor al
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tiempo de viaje registrado por la Empresa Publica
Metropolitana de Transporte de Pasajeros de Quito
(EPMTPQ), ademas, cuando se hace el recorrido
por las 76 paradas y se examina los tiempos de
viaje entre ellas, se obtiene un tiempo total 2,56
horas. Por consiguiente, al unir estos 76 datos, uno
a continuacién de otro, se obtiene una gréfica del
tiempo, como se observa en la Figura 7.

A su vez, se evidencia que las graficas del tiempo
acumulado presentan una tendencia lineal
creciente, destacando que la recta obtenida
con el modelo esta por debajo de la gréfica de
los datos proporcionados, ratificando asi que los
resultados obtenidos con el modelo son bastante
aceptables.

——— Tiempos proporcionados
Tiempos simulados

8000 1

6000

4000 1

2000 1

Tiempo acumulado entre paradas [s]

30 40 50
Numero de paradas

Figura 7. Perfil de la velocidad (del articulado) respecto a la posicion.

Por otra parte, los tiempos éptimos se obtuvieron
a través de la resoluciéon del problema de tiempo
Optimo, que en el presente trabajo muestra
una disminucién del 39 % en el tiempo total de
viaje, porcentaje considerable que surge de la
informacion en la Tabla 2, y confirma el buen
ajuste del modelo y su significativa prediccion del
tiempo optimo.

En el dmbito de la investigacion relacionada con
simulaciones de control 6ptimo de tiempo minimo,
destacan varios estudios relevantes llevados a
cabo por investigadores como Dal Bianco, Lot y
Gadola (23), Cots (13), Saccon (24), Pickhardt (9),
y Li, Wang y Shao (25). Estos trabajos se centran
en la aplicacion de simulaciones de tiempo
minimo en escenarios que involucran vehiculos
siguiendo trayectorias predefinidas y abordan
aspectos detallados del modelo, que incluyen la
dindmica completa del chasis, los movimientos
de la suspensién, las maniobras de las ruedas,
el consumo de energia eléctrica, asi como los
movimientos simultdneos de desplazamiento vy
elevacidn de las catenarias.
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Es importante destacar que el estudio de Li,
Wang y Shao (25) se concentra en vehiculos
articulados utilizados para el transporte de
carga, los cuales deben navegar por carreteras
sinuosas o congestionadas con el objetivo de
llegar a una posicion objetivo en el menor tiempo
posible, mientras cumplen con restricciones de
aceleraciones laterales y longitudinales para
evitar el fendmeno conocido como el efecto
tijera. Estos trabajos proporcionan una Vvisidn
detallada de la complejidad intrinseca que implica
la formulaciéon de un modelo de control éptimo
cuando se consideran multiples variables y
restricciones. En resumen, estas investigaciones
son fundamentales para comprender y abordar
los desafios relacionados con el control éptimo
en contextos de tiempo minimo, lo que tiene
aplicaciones significativas en una amplia gama de
campos, desde la ingenieria de vehiculos hasta la
movilidad eléctrica y la planificacién de rutas en
entornos complicados.

o V. CONCLUSIONES

Este estudio ha proporcionado una comprension
profunda del comportamiento delos articulados en
el sistema Trolebus del Distrito Metropolitano de
Quito. Ademas, hemos logrado obtener el perfil de
velocidad éptima en la ruta analizada, lo que sienta
las bases para la formulacion de estrategias a corto,
mediano y largo plazo. Estas estrategias tienen
el potencial de reducir la congestiéon vehicular
y mejorar significativamente la movilizacién de
pasajeros en el Distrito Metropolitano de Quito.
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