FIBONACCIYLARAZONAUREA
Dr. Baldovino Lamirata Carigli

Facultad de Ciencias, ESPOCH
baldovinol@hotmail.com

(R coume N

En el articulo se muestra que la relacion existente entre los nimeros de Fibonacci y la razén aurea
es que la sucesion de las razones de dos sucesivos nimeros de Fibonacci converge justo al valor de
la razon 4urea.

Ademas se justifica la importancia de la razén aurea por sus innumerables aplicaciones operadas
tanto en la naturaleza misma como por el hombre.
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The article shows that the relationship between Fibonacci numbers and the golden section is that the
sequence of ratios of two successive Fibonacci numbers converges fair value of the golden ratio.

It also justifies the importance of the golden section for countless applications operated by the very
nature and by man.
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INTRODUCCION

En el articulo titulado “La Sucesion

de Fibonacci” presentado en la revista

Nuestra Ciencia n.° 8, de 2006, de la Fa-

cultad de Ciencias de la PUCE, aseveré
Tridngulo de que los nimeros de Fibonacci y la razon
Tartaglia aurea tienen mucho en comun. Contindo
entonces esta reflexion, recomendando
a los interesados leer aquel articulo; de
manera que supongo conocidos los na-
meros de Fibonacci y algunas de sus
1 propiedades, descritas alli.

Numeros de
Fibonacci

6|1 1. LASUCESION DE LAS RAZONES Rn

Por comodidad del lector, se reportan
los primeros términos de la sucesion de
Fibonacci:

Figura 1. Numeros de Fibonacci frente

Triangulo de Tartaglia 1123581321 345589 144...
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Excepto por los dos primeros términos,
no se necesita recordar los otros porque
son la suma de los dos anteriores:

Fn= F_ +F n>2

n—1 n—2 !

Obsérvese que los niameros de Fibonac-
ci también se pueden construir emplean-

do el Triangulo de Tartaglia, como se
muestra en la figura 1.

Construyamos ahora las razones entre
un término y el siguiente:

1
2

8
13

21 34 55 89
34 55 89 144

1

235 8 13
358 21

cuyo valor en notacion decimal es:

1 05 06 06 0625 0,615...
0,619... 0,617... 0,6188... 0,6179...
0,61805...

Estas razones tienden a estabilizarse al-
rededor de un valor poco superior a 0,6.
Encontrémoslo.

Hay una férmula recursiva para gene-
rar las fracciones. Indiquemos por R |,
la razén entre el ndmero (n+1)-ési-
mo y el (n+2)-ésimo de Fibonacci; se
cumple:

R = P = Frs = 1 =
n+1 2 F +F F +F
n+ n+ n n+l n
1 _|_F
n+l
1 1
F, 1+R,
1+
n+l
Al poner:
R =1
1
=" 1 +R_
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resulta:

ReZ g =1

[

1+941

Se genera una fraccion continua' que converge al limite
de las razones entre los sucesivos nimeros de Fibonacci.
El nimero a asi definido:

1
a= —
l+a

genera por sustitucion repetida la siguiente fraccion con-
tinua:

1+a

1+ 1+a

y por supuesto es el limite de la fraccion misma.

Ahora bien, esta fraccion continua converge al mismo
valor de la sucesion de las razones R .y por tanto a es
el limite de las razones entre los sucesivos nimeros de
Fibonacci:

a=1lim — woR
n n
El valor a se calcula en el modo siguiente. Se cumple:

a(l+a)=1
luego:

a+a—-1=0

1. Es decir, una expresion que en general tiene la forma:

siendo los a enteros positivos.



luego:

Por ser a el limite de una sucesion de términos positivos,
su valor no puede ser negativo, luego queda la sola solu-
cion positiva:

az P70

> (1)

2.LARAZON AUREA

Existe un rectangulo tan arménico que se merece el ca-
lificativo de “aureco”: es el que tiene las medidas de los
lados en una razon especial, indicada por o, la inicial del

artista ateniense Fidia, que vivio en el siglo V antes de
Cristo.

El rectangulo aparece en las construcciones griegas que

se consideran “bellas”, como el Partenon en Atenas y el
templo de Poseidon en Phestum, como también en las
esculturas y en la naturaleza.

La razon aurea ¢ es la media proporcional entre un seg-
mento y la parte que queda.

Se construye de la manera siguiente. Dado el segmento
AB, se traza la circunferencia de diametro igual a AB y
tangente al segmento en B, luego se traza la secante por

Ay por el centro C de la circunferencia:
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\
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\
\
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S —_———--"

Figura 2. Construccion de la razén aurea

Lamirata

Se prueba que AB es la media propor-
cional entre toda la secante AD y la parte
externa AE:

AD : AB =AB : AE.

y por tanto:

(AE + ED) : AB = AB : AR.

Sigue:

(AE + ED - AB) :AB = (AB-AR) : AR
— AR:AB=RB:AR — AB:AR
=AR:RB

luego AR es la razon aurea de AB. Por
ende, el siguiente es un rectangulo aureo:

A B

Figura 3. Rectangulo aureo

Si se asume igual a 1 la medida del seg-
mentoAB,es:

l:o=0:1—0.
Sigue:
¢’=1-0¢
luego:
e*+o—1=0.

Por (1), el nimero positivo que solucio-

V5 -1

2

na a esta ecuacion es
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Por ende: Generalmente este proceso de construccion de rectangu-
los y cuadrados acaba. ¢(Hay un valor de la raz6n entre
Y5 -1 las medidas del rectangulo dado: x/ x1, por el cual el
¢=— proceso no tenga fin?

2 Obtengamos una expresion recursiva de x . Considérense

Por ende, el rectangulo aureo de base  lasdos soluciones de la ecuaciona® +a—1=0, que como
ya sabemos son:

AB tiene altura AD = ﬁ__ ! B,
2 V'S' -1 V'S -1

Y aqui el nexo entre los nimeros de Fi- a, = T <l , &= — <-

bonacci y la razon &urea:

1

L, y el sistema en las incdgnitas X, Y:
la sucesiéon de las razones rn

de losnumerosde fibonacci
convergealarazonaureae. X+Y=x°

Otra caracteristica: considérese un rec- a, X +a,Y =X,

tangulo de medidas X YX,C0oNX <X <

2x,. Entonces se puede trazar en el inte- ~ cuyas soluciones son:

rior del rectangulo un cuadrado de lado

de longitud x y queda un rectangulo de

lado mayor de longitud x, y de lado me- Xl = X
nor de longitud x, = X, — X,. X=E e & T
Si x, < X < 2x, se puede trazar en el 1 R
interior del segundo rectangulo un cua-
drado de lado de longitud x, y queda un Vs .1 3-V8

rectépgulo de lado mayor de longitud x , Comol-8=1-= " -, =
yd nor de lorigitud x =X —X

1 .
Six <X <2x, sepuede trazar en el in- (. $ o 1) 3-7s _
——— = se cumplie:

terior del tercer rectangulo un cuadrado 3 T
de lado de longitud x, y queda un rectan-

gulo de lado mayor de longitud x, y el

menor de longitud x \
4 at

veomo l-a,=1+— = ) =

N
—
tas
-
ho

X,

l ¢ &4 | ; T =9
5 - N o .
X'l_ (—) - . NE C|l||lll.¢.':

1-a,=(a)r

N

Luego:

x,=X+Y=a"X+a'Y

x;=aX+aY=a'X+a'Y

X 5,=x,-%=X+Y-aX-a¥Y=(1-a)X+(1—-a)Y
X =a X +a,’Y




X =X =X -aX+aY a2X aZY (a —a2)X+(a
—a2)Y a3X+a3Y

X =X —X =a"™X+a"™Y-a"X- a"lY (an2
arhl))cﬁ_(aﬁé a™y = aX+a”3Y

Para que el proceso de recorte sea infinito, los x _tienen
que seguir siendo positivos. Ellos son iguales a la suma
alnX + a2nY de la cual el primer sumando siempre es positi-
vo y menor que X, el segundo es alternativamente positivo
y negativo segun el valor de n, mayor que Y y creciente en
valor absoluto con n. Entonces para que los x sean todos
positivos, debe ser Y = 0, luego debe ser x1 =allX =alx0,
esto es, la altura del rectangulo debe ser la razon aurea de
la base, 0 sea el rectangulo debe ser aureo.

Una Gltima nota. ¢Por qué a la razén aurea se la llama asi?
Hasta la llamaron “la divina proporcion”. Es que ella esta
presente en muchas obras de la naturaleza y del hombre.
Vimos que a partir de un rectangulo aureo, recortando un
cuadrado de lado igual al lado menor, se obtiene un rec-
tangulo méas pequefio simil al primero, luego aureo; del
cual recortando un cuadrado de lado igual al lado menor,
se obtiene un tercer rectangulo aun mas pequefio, simil a
los anteriores, luego aureo; y asi sucesivamente.
Asimismo, construyendo sobre el lado mayor del primer
rectangulo un cuadrado, este determina con el primer rec-
tangulo aureo todavia un rectangulo aureo, sobre el cual
operando de manera analoga se obtiene todavia un rectan-
gulo dureo mas grande, y asi sucesivamente.

Ahora, construyendo los rectangulos siempre de la misma
parte, los puntos de corte a, b, d, e, f, g, h... pertenecen a
una espiral logaritmica, con el polo punto de interseccion
de la diagonal comun a los rectangulos horizontales con la
diagonal comun a los rectangulos verticales. Esta espiral
logaritmica especial se llama espiral aurea.

Lamirata

Se construye una parte conectando los vér-
tices opuestos de todos los cuadrados ob-

tenidos mediante arcos de circunferencia.

Es una de las espirales arquetipo de ga-
laxias, formaciones huracanadas, conchas:




Perfiles

ISSN 1390-5740 NUmero 12 Vol. 2 (2014)
ISSN 2477-9105

Asimismo, si contamos las hojas sucesivas RECOMENDACIONES

de un tallo hasta encontrar una con la mis-

ma orientacion de la primera, el nimero  En la Red hay muchos sitios que hablan acerca de la suce-
que se obtiene es un nimero de Fibonacci. ~ Sion de Fibonacci y de la razon aurea. Paraampliar o profun-
Finalmente, la razon urea esta presente dizar estas notas, se recomienda a estudiantes, arquitectos,
en muchas obras arquitectonicas y en el  profesionales de la imagen visitar los sitios que aparecen en
arte, como demostracion de que los gran-  la bibliografia.

des artistas conocen la Geometria:
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